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Universite sinavlarmin geometri kismiyla biraz olsun ilgilenen her 6grenci u < x +y +z <
2u esitsizliklerini gérmiis olmali. Bu esitliksizlikler bir¢cok iiniversite hazirlik geometri
kitabinin ilk sayfalarini siisler, ama neden bilmem, 6nemli bir ayrinti ¢ogu zaman hicbir
kitapta verilmez ve bdylece dgrencilerin bu bilgiyi yanhs kullanmalarina neden olunur. Once

esitsizlikleri kanitlayalim, sonra da “’ayrinti’’ya deginelim.

Teorem. Kenar uzunluklari a, b, ¢ olan bir ABC ii¢geninin ig
bolgesinde alinan bir P noktasimin tiggeninin késelerine olan uzakliklart
X,y,zisex +y+ztoplami a + b + c toplamindan kiigiik ve bu toplamin
yarisindan biiyiiktiir. Yani tiggenin ¢evresi olan a + b + ¢ toplami kisaca
2u ile gosterilirse u < x +y + z < 2u esitsizlikleri gecerlidir.

a C Kanit: P noktasi liggenin i¢ bdlgesinde alindigindan APB, APC ve
BPC gergek birer iiggen olustururlar. O halde kenar uzunluklar1 gercek birer iliggen
olusturabilecek sekilde olmalidir, yani iki
kenarin toplami icilincli kenardan biiyiik Teorem: ABCP ichiikey dortgeninde A4

olmalidir: y+z<b+cdir.
xty>ec,
x+z>b, Kanit: c b
y+tz>a. y

Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa 2x + 4 B

2y + 2z > a + b + ¢ = 2u bulunur ve
boylece esitsizligin sol tarafi kanitlanmig
olur. Ote yandan,

BP dogrusu, AC’yi T"de
kessin. ABT liggeninde iicgen
esitsizliginden y + r <c +m,

b+c>y+z, PTC tiggeninde tiggen
atc>x+z esitsizliginden z <r + n. Bu
atb>x+y iki esitsizlik taraf tarafa

esitsizlikleri toplanirsa (sagdaki kareye
bknz.) a + b + ¢ > x + y + z bulunur.

B O toplanirsa, teorem elde edilir.

Demek esitsizligin sag tarafi da dogru. O

Eee, o zaman yanlis nerede? Buraya kadar yanlis yok. Yanlis iiniversiteye hazirlik
kitaplarinda sorulan bir sorunun yanitlarinda. Bu kanitin ardindan (hani esitsizlik birkag
ornekle kavrattirilmali ya!) soru geliyor:

Soru: Kenar uzunluklart 5, 7 ve 8 birim olan bir ii¢genin i¢ bolgesinde alinan bir
noktanmin kogelere olan uzakliklar: toplamimin alabilecegi en kiiciik ve en biiyiik tamsayi
degerlerini bulunuz.

Kitaptaki Yamt: Once cevreyi hesaplayalim: 5 + 7 + 8 = 20, 0 zaman u = 10. Toplama s
diyelim. 10 < s < 20 oldugundan, s’nin alabilecegi en kiiciik tamsayr degeri 11, en biiyiik
tamsayt degeri ise 19’ dur.

Bakalim bu yanitlar siklarda var m1? Eveeet, E sikki!.. Ne kadar kolaymus!

Ama keske yazar siklar1 da dogru verseydi...

Bulunan esitsizlik hatali degil, x + y + z toplam1 her zaman u ile 2u arasindadir, bunu
kanitladik, ancak bu aralik, toplamin degisecegi en dar aralik olmayabilir. Yani toplamin en
kiiclik tamsay1 degeri u’dan biiyiik en kiiciik tamsay1 olmayabilir, en biiyiik degerin de 2u’dan



kiiciik en biiyiik tamsay1 olmayabilecegi gibi... Ornegin, verilen iiggende x + y + z toplanmu
hep sabit bir say1 (6rnegin 15) olabilir, olamaz m1? Ya da x + y + z toplami1 o iiggende 10’la 20
arasindadir ama, ne bileyim ben, mesela 15’1n altina inmez, 17 nin istiine ¢ikmaz... Olabilir...
Olamazsa da olamayacag: kanitlanmali.

Nitekim her tiggende P noktast iiggenin i¢inde degistikce x + y + z toplami u ile 2u
arasinda her degeri almaz, bunu birazdan bir 6rnekle gosterecegiz.

Sorunun yanitinin gergekten E sikki olabilmesi i¢in iiggenin kenar uzunluklari degil,
cevresi verilmeli. Yani ¢evresi 20 olan tiim {iggenlerde x + y + z toplam1 P noktas1 liggenin
icinde degistik¢e 10 ile 20 arasindaki her degeri alir.

Verilmis bir ABC liggeninde, P noktasi liggenin i¢inde degistikge x + y + z sayilarinin
aldig1 degerler bir aralik olustururlarl, [s, 1], (s, t], [s, ?) ya da (s, ¢) biciminde bir aralik, ¢ilinkii
P noktas1 “deliksiz” bir mekan olan 4BC liggeninde degismektedir ve x + y + z fonksiyonu
stirekli bir fonksiyondur. Yukarda kanitladigimiz teoreme gore u < s < ¢ < 2u olmali. Ama
s’nin ©’ya, £’nin 2u’ya esit olabilecegini soyleyebilir miyiz?

Bu {inlii problem, Jean Pierre Fermat (1565-1601) tarafindan ortaya atilmistir. Asl soyle:

Soru: Icagilarimin herbirinin dlciisii 120 den kiiciik olan bir iicgenin i¢ bolgesinde alinan
bir noktamin koselere olan uzakliklar: toplaminin en kiiciik olmasi i¢in nokta nerede
alinmalidir?

Boyle bir noktanin olmak zorunda olup olmadigini da simdilik

A’
bilmedigimizi de ayrica dikkatinize sunariz”...
B, C
Yillar sonra, Galileo’nun &grencisi olan barometrenin mucidi
P Evangelista Toricelli (1608-1647) bir ¢oziim tiretmis:
A Wﬁ
CF

Teorem. Bir ABC ii¢geninde, koselere olan uzakliklarinin
toplamimin en kiigiik oldugu nokta, ii¢cgenin ii¢ kenar: tizerinde
ticgenin disina dogru yandaki sekildeki gibi yerlestirilen eskenar
ticgenler icin AA', BB', CC' dogrularimin kesistigi yerdir [bu li¢
dogru kesisir!], yani yandaki sekildeki P noktasidir. P noktasinin
ayrica su ozelligi vardir: m(APB) = m(BPC) = m(CPA) = 120°.

Bu P noktasi bazi kaynaklarda Fermat-Toricelli noktas1 diye anilir.

Kamt: Uggenin icinde herhangi bir P noktas1 alalim. a, b, c,
x, y ve z yukarda tanimlanan ve yandaki sekilde gdsterilen
uzunluklar olsun. BP ve AB lizerlerine AB kenarina dogru birer
eskenar iicgen ¢izelim. Bu iki eskenar {liggene sirasiyla BPE ve
ABD diyelim. Simdi, BD = BA, BE = BP ve m(DBE) = 60° —
m(EBA) = m(ABP) esitliklerinden DBE = ABP c¢ikar. O halde DE
= AP = x olur. DEPC kirik dogru parcasinin boyunun x + y + z
olduguna dikkat ediniz. Demek )
ki ABC fggeni i¢inde aliman P noktast D, E, P, C
noktalarin1 dogrusal yaparsa x + y + z toplami en kiiciik
olur.

O halde soruyu ¢oziilmiis gibi tekrar ¢izelim: ABC
licgeninin AB kenari iizerine iiggenin digina dogru 4ABD

! Matematiksel analizin bir sonucunun sonucudur bu.
? Boyle bir noktanin varligi da matematiksel analizden ¢ikar.



eskenar liggenini ¢izelim. C ve D koselerini birlestirelim. CD tizerinde m(BPC) = 120° olacak
sekilde bir P noktasi isaretleyelim. x, y ve z sayilar1 P noktasinin sirasiyla 4, B ve C
noktalarina olan uzakliklar1 olsun. m(BPD) = 60° oldugundan DP iizerindeki bir £ noktasi igin
BPE eskenar {iggenini olusturabiliriz. Istedigimiz gibi D, E, P, C noktalar1 dogrusal oldu.
Aynen bir paragraf 6nce de yaptigimiz gibi, m(PBA) = 60° — m(ABE) = m(EBD), PB = EB ve
AB = DB oldugundan PBA = EBD. O halde AP = DE. Demek ki DC=x +y +z.

Ote yandan m(BPD) = 60° = m(BAD) oldugundan BPAD bir kiris dértgenidir. Buradan
m(DPA) = m(DBA) = 60° bulunur. O halde m(APC) = 120°. Simdi PC fizerine iiggenin disina
dogru bir PCL eskenar iiggeni ¢izelim. m(BPC) + m(CPL) = 120 + 60 = 180 oldugundan, B,
P, L noktalarinin dogrusal olduguna dikkat ediniz. PL’yi L yoniinde AP kadar uzatarak bir LK
¢izelim. m(CLK) = 120° = m(CPA), CL = CP ve LK = PA oldugundan CLK = CPA.
Dolayisiyla C4 = CK. Bunun yam sira, m(LCK) = m(PCA) = 60° — m(ACL) oldugundan
m(ACK) = m(ACL) + m(LCK) = 60°, ayrica CA = CK oldugundan ACK tiggeni de eskenardir.

Ayni ¢izim BC kenari iizerinde de yapilabilir.

Sonug olarak DC ile BK dogrularinin arakesiti olan P noktasi istenen noktadir. O

Dogru Yamt. Biz bu noktay1 Fermat noktas1 diye anacagiz. F ile gosterecegiz. Sonugcta
BK = CD = x +y + z oldugundan x + y + z toplaminin en kii¢lik degeri soruldugunda, BK veya
CD’nin boyu hesaplanmalidir.

Bu sekilden ayrica neden liggenin igagilarinin herbirinin 120°’den kiigiik oldugunun

belirtildigini anlayabiliyoruz. BAC agisinin 6l¢iisiiniin
120° olmasi durumunda D, 4, C ve B, A, K noktalarinin Soru: ABC tggeninin i¢agilarinin
dogrusal olacagina ve bu dogrularin {iggenin A biri 120”den biiyiik oldugunda da
kosesinde  kesiseceklerini, dolayisiyla noktamizin | Fermatnoktasi, yani AP + BP +

licgenin i¢ bdlgesinde olmayacagini anliyoruz. BAC CP’nin en kiigtik degeri aldig bir
agisinin 120°’den biiylik olmast durumunda ise Fermat nokta (tiggenin disinda da olsa)

noktasi tiggenin disinda yer aliyor. Demek ki kosullar vardir. Bu nokta geometrik olarak

saglayan noktanin {iggenin icinde bulunabilmesi, nasil bulunur?

tiggenin igacilarinin herbirinin 120°°den kii¢iik olmasi
ile miimkdin.

Simdi, yandaki sekildeki gibi kenar uzunluklar1 5, 7, 8
olan bir ABC iiggeninde toplamin en kiigiik degerini
hesaplayalim: ABC iiggeninde kosiniis teoremi geregince
m(ABC) = 60° bulunur (kolay bir hesap, okura birakiyoruz).
ABD eskenar ti¢gen oldugundan m(DBA) = 60”dir,
dolayisiyla m(DBC) = 120”dir. DBC {iggeninde Kkosiniis
teoremi uygulanirsa

DC=\/52+82 —2xcos(120°)x 5x8 =152 +82 +5x8 = /120 ~ 11,35

bulunur. Demek ki; 11,35~+/129 =a+b+c, yani, toplamin D_
alabilecegi en kiiclik tamsay1 degeri 11 degil 12 imis. Eger
licgenin kenarlarim tigle carpip 15, 21, 24 alsaydik, dogru
degeri kitap 35 yerine 31 bulacakti, daha biiytik bir yanilgi!
Gelelim toplamin en biiylik degerine. Toplamin en biiyiik
degere ulastig1 yer ise ticgenin en uzun iki kenarinin kesistigi
kosedir [neden?] ama nokta {¢gen icinde alinmasi
gerektiginden yani iicgenin iizerinde olamayacagindan, bu
koseye miimkiin oldugunca yakin alimmalidir. O halde bu
soruig¢inx +y+z <7+ 8 =15 oldugunu anliyoruz. Yani x +




y + z toplaminin alabilecegi en biiylik tamsay1 degeri de 19 degil 14 imis.

Fermat Uzakhgim1 Hesaplamak. Fermat noktas1 bir {iggenin i¢inde AFB, BF,C, CFA
acilarinin esit oldugu tek noktadir. Bu bilgiden hareketle x + y + z toplaminin en kii¢lik degeri
(Fermat uzaklig1) bu ii¢ liggende kosiniis teoremi ve bir miktar ¢arpanlara ayirma kurallar
uygulanarak da bulunabilir. Bulalim.

Kenar uzunluklart a, b, ¢, ¢evresi 2u ve alani A olan
bir ABC ii¢geninde, licgenin icindeki bir F noktasi igin,
en kiiciik AF, + BF; + CF| mesafesini bulacagiz. Yandaki
sekilden izleyin. Amacimiz CD’nin uzunlugunu bulmak.

2 2 2
. . . +a”-b
ABC iiggeninde B agisinin Ol¢iisii B olsun. Kosiniis teoreminden cos = cra o

2
2, 2 42
sinf} = 1—(u] .

Buradan, cos(B + 60°) = cosB.cos60° — sinf.sin60° formiiliiniin de yardimiyla, cos(p + 60°)
kolayca hesaplanir:

2ac
bulunur. O halde

cos(B+607)= "4 "7 >

2ac 2 2ac

2
c2ra?-b?1 1_[02+a2—b2J \/5

Simdi DC uzunlugunu cosinus teoreminden kolaylikla hesaplayabiliriz:
DC* =a*+ ¢ = 2accos(p + 60°)

2
cz+a2—b2 1 1_{02+a2—b2j \/g

=a2+c2—2ac _— =
2ac 2

2ac 2

— P+ F (Pt d D) — Q2ac)? — (P +a? —b%)2 312

=[a*+b*+ P - \/(Zac+02 +a’ —bz)(Zac—c2 —a? +b2)\/§]/2
=[P+ b+ Jla+ct+b)a+c—b)b+a—c)b—a+c)3]2
= [d®+ b* + ¢ = \[2u(2u — 2b)(2u — 2¢)(2u — 2a)/3 112

=[a’+b* + " — 43 Ju(u - a)u—b)u—-c) ]2

=[a’ + b + - 4AV3]2
(Kenar uzunluklar1 a, b, ¢ ve yarigevresi u olan bir iicgensel bdlgenin alaninin

\/u(u —a)(u —b)(u—c) oldugunu hatirlayiniz.)
Sonug olarak,

\/az +b52 +c? +43A

5 <x+ty+tz<max{a+b,atc,b+c}

bulunur.



Sonsoz. Fermat noktasinin 6zelikleri aslinda sayilacak gibi degil. 17inci ylizyila kadar
ticgende, agirlik merkezi (G), diklik merkezi (H), igteget cember merkezi (/) ve ¢evrel cember
merkezi (O) olmak tizere sadece dort 6zel nokta bilindiginden ve uzun zamandan beri bulunan
ilk nokta oldugundan bayag: bir kiymetli olmus. Gerg¢i simdi tiggende binden fazla 6zel nokta
bilindiginden pek kiymeti yok gibi ama hala biz 6gretmenlerin 17inci ylizyilda kalmig olmasi
da ne aci.



